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palavras-chave Modelo termoelástico-viscoplástico, acoplamento termomecânico, ligas de 
alumínio, elementos finitos, identificação de parâmetros, algoritmos 
evolucionários. 
resumo 
 
 
Neste trabalho desenvolve-se e implementa-se um modelo matemático 
tridimensional conducente à simulação do comportamento térmico e mecânico 
das ligas de alumínio. O objectivo é a simulação de processos tecnológicos 
que envolvam deformações termomecânicas nestas ligas. 
 
Neste âmbito, introduz-se uma formulação cinemática preparada para 
processos em grandes deformações e rotações. Considera-se um modelo 
constitutivo termoelástico-viscoplástico baseado num conjunto de variáveis de 
estado internas e externas e com o qual é possível modelar os fenómenos de 
encruamento e restauração estática e dinâmica do material. Este modelo, 
preparado para gamas de temperatura que vão desde a temperatura de 
solidificação até à temperatura ambiente, é implementado recorrendo a uma 
formulação lagrangeana reactualizada e a um método de integração temporal 
semi-implícito. 
 
O comportamento térmico do material é modelado recorrendo a um algoritmo 
do tipo previsão-correcção. A fase de previsão é baseada num esquema semi-
-implícito, com o qual é possível determinar uma primeira estimativa para a 
configuração final do incremento. A solução semi-implícita é corrigida na fase 
de correcção, recorrendo a um esquema implícito do tipo Newton-Raphson. A 
solução de acoplamento termomecânico, que envolve a implementação de um 
modelo termoplástico, é encontrada recorrendo a uma abordagem staggered. 
 
Desenvolve-se um programa específico, baseado em algoritmos 
evolucionários, para a determinação dos parâmetros materiais associados ao 
modelo constitutivo. A eficiência do método utilizado, que conduz a resultados 
excelentes, é comparada com um método baseado no gradiente. 
 
Realizam-se testes numéricos com o objectivo de validar os modelos e 
algoritmos implementados. Descreve-se um ensaio numérico de têmpera de 
um sólido de geometria complexa e analisam-se e discutem-se os resultados 
obtidos. As simulações efectuadas confirmam o bom desempenho do 
programa quer em problemas mecânicos e térmicos quer em problemas com 
acoplamento termomecânico. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
keywords 
 
 
Thermoelastic-viscoplastic model, thermo-mechanical coupling, aluminium 
alloys, finite elements, material parameter identification, evolutionary 
algorithms. 
abstract A three-dimensional mathematical model is developed and presented leading 
to the simulation of the thermal and mechanical behaviour of aluminium alloys. 
The main goal is the simulation of specific technological processes that involve 
the thermo-mechanical deformation of aluminium alloys. 
 
A kinematic formulation suitable for large deformations and rotations is 
introduced. A thermoelastic-viscoplastic constitutive model is considered based 
on a set of internal and external state variables and with which it is possible to 
model strain hardening and static and dynamic restoration effects. This model, 
prepared for temperature levels that range from the solidification temperature to 
room temperature, is implemented with an updated lagrangean formulation and 
a forward gradient time integration procedure. 
 
The thermal behaviour of the material is modelled with a prediction-correction 
algorithm. The prediction stage is based on a semi-implicit scheme and is used 
to determine a first estimate of the final configuration of the increment. This first 
solution is then corrected using a Newton-Raphson implicit scheme. A 
thermoplastic model is implemented and a staggered approach is adopted for 
the solution of the thermo-mechanical coupling problem. 
 
A specific program, based on evolutionary algorithms, is developed in order to 
determine the large number of material parameters associated to the 
constitutive model. The efficiency of the method developed for this particular 
purpose is compared with a gradient based method, leading to excellent 
results. 
 
Numerical tests are performed in order to validate the set of implemented 
models and algorithms. The numerical simulation of the quenching of a 
geometrically complex solid is presented and its results are thoroughly 
analysed and discussed. Results from the numerical simulations confirm the 
good performance of the program in mechanical, thermal and thermo-
mechanically coupled problems. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
mots clés 
 
 
Modèle thermoélasto-viscoplastique, couplage thermomécanique, alliages 
d’aluminium, éléments finis, identification des paramètres, algorithmes 
évolutionnaires. 
résumé Au cours de ce travail, un modèle mathématique tridimensionnel pour la 
simulation du comportement thermique et mécanique des alliages d'aluminium 
a été développé et implémenté. L'objectif est la simulation des processus 
industriels des alliages d'aluminium dans le cas de sollicitations 
thermomécaniques.  
 
Dans ce contexte, une formulation cinématique développée pour des 
processus en grandes déformations et rotations a été introduite. Le modèle 
constitutif est un modèle thermoélasto-viscoplastique basé sur un ensemble de 
variables d'état externes et internes et avec lequel il est possible modéliser 
avec précision les phénomènes d’écrouissage et de restauration statique et 
dynamique du matériau. Ce modèle, préparé pour un domaine de températures 
allant de l’ambiante à la température de fusion, est mis en oeuvre avec une 
formulation lagrangienne réactualisée et un schéma d'intégration temporelle 
semi-implicite.  
 
Le comportement thermique du matériel est modélisé en utilisant un algorithme 
du type prédicteur-correcteur. Le prédicteur est basé sur un schéma semi-
implicite et fournit une première estimation de la configuration à la fin du pas. Il 
est ensuite relayé par le correcteur qui est basé sur un schéma implicite de 
type Newton-Raphson. Un modèle thermoplastique a été implémenté et la 
solution du couplage thermomécanique est trouvée par un schéma staggered. 
 
Un logiciel d’identification des paramètres du modèle de comportement  en 
utilisant des algorithmes évolutionnaires a été développé. La méthode utilisée, 
qui conduit à des résultats excellents, a été comparée avec une méthode 
basée sur le gradient.  
 
Des essais numériques ont été utilisés pour la validation des modèles et des 
algorithmes mis en oeuvre. Un essai numérique de trempe d'un solide de 
géométrie complexe d'un alliage d'aluminium d’une série 2000 a été présenté. 
Les résultats obtenus ont été analysés et discutés. Les simulations effectuées 
confirment les bonnes performances du programme aussi bien pour des 
sollicitations mécaniques ou thermiques, que pour des cas de couplages 
thermomécaniques. 
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Método explícito/semi-implícito
Obtenção de uma primeira aproximação de T0, que diminui o 
número de iterações do ciclo de correcção. Pode, também, estimar o 
tamanho do incremento temporal ideal.
Método implícito - Ciclo iterativo de Newton-
Raphson
Incremento t
Incremento t+?t
Previsão:
Correcção:
Método iterativo que, a partir da solução da previsão, realiza o
cálculo do campo de temperaturas até obter a convergência 
desejada (satisfazer as condições de equilíbrio).
1# *E 5B  #	 	
5 #		   # . E JK )  " 	
	  	 	  	C 	 	  JK  # 	 	
 	 	 ', 5 # ', 	  ) 	
	  	 	  # 2 N) ,4   ) 0OE
  E
 		  2	    	 	    	!C
#	  # 4  	

4  	 	  	  
 2
 	   	  5% 	 	 	  	 - 	 	C
 )C B  		 ?.	 B  		 C.	 J 	
* K 
	 	 		  ) 2		 ) 	 #	)
 	E

   		  #	 .	 	C   	?C
	  2	  2     	  	!#	  #
2"  #		 .	 	 	 		  A	C=	4 	 	C
#; B J 	 *K
3	 	 #		 C.	  	. 	C  	  	 C
	 	 	 		 ?.	 3	B4  	  	 	4 
		 	?  	 		 C.	  	 B B
 		 	 	 		 ?.	4 	  	  	 	 (
) B 	 #	  	   B   4  	4 
2   4 ) 	 		 C.	 	 Λ > 2/3

 	 	 	   	 	  	4 "  2   4
C 	 	   9	  	 	4 rmin4 B 	 
	  2 	 5 	 C  	  	 	
 4  	 	 :?	  	   	   7 
	7  2	 5 	 	E

   	 $&      		 '     
 		 $  &   		     (
@*    .	A   		 
 .	  0,
  	     $
<		 		 	 	   ∆T  	 "4 !C
	 	! rT   B	
rT =
∆Tmax
|∆T | . J*'K
∆Tmax  	 	 ?	 .   5 8	
9	  !?	 	 )	 4  #4 	 	 	  0.1   0 ◦3
 	  >8   
<		 		 	 :?	  	   	4 	 	!  	 rq
 	 	
rq =
∆q(e)max
|q(e)max − q(e)min|
. J*'K
∆q(e)max   9	 ?	 .   	 	 :?	  	 
 	 q
(e)
max  q
(e)
min 	 	 	 ?	  .	 	 :?	  	 	
	4 
 	   2 ;
	 B ) 	 I 	7 2	4     	C
	D	4  	 	 :?	 		4 	 	! rcond  	 	E
rcond =
δqmax
qcond/∆t
, J*'$K
 B qcond  	 :?	  	 	  	7  2	  δqmax   9	
?	 .   	
 9	 rmin4 B  	 	  	 	  	 		 	 )	
J∆timpK4  	 	E
rmin = max {min {rT, rq, rcond, rsup} , rinf} . J*''K
 	! rinf  rsup  2	  	 	 9	 rmin4 C
  	 !  	 	#	  ?	 #E
∆t = rmin∆timp J*'6K
  	 	 	 	 	  	 "	 	  		 	 C
	  N&@ ,4 ) ,4 H ,'4 ?C  ,,4 S#  U	 04

 04   ) 0O

	
 
 %

  
 	
	  

 	  	 	


 )		  
  


6 
  

	 	 
	  $

	 
	 	 
	 -
	  	

	

  	 -	  
 
 )		 


 
 	
  
 
 8"
	 	
 :	
"
		  -  #			

?  *		
 	# 

  	#  	 	 B 	 	 		
	 	 !	 1	 		 !   	 C
	 B 	 2"	  		 	9	  #  .	 5
	#4 		   ,04 	 	  	   2	C
	 .  	 .	 	  	# 		  
**00   	#	 J   )	 	   $ C	K  2	 		  2	
	   		 	C 	. 	) 		 	 !	  		 
			4  		 	  #	. 
	4 2	 C
		 	#  24  ## 	
   ,04   
2  C  "C		  	  	 		  	# 2	
#	 	 	# % 

 	C  	.4  2	  4
 
)       (  '  (	 #
 *	  
 +,-.+//   0&  # '    	  12 & 3 
 	 4& 5  3! 6 #      #  2   
&
+++&  7    77         
'  &  	&     8 	  # .    
#   7	7& 7      7  	!
   
   B ( .

  
)  JK !	 	 		 #		P JK )  	 !	P JK C
 	7 2	P JK ) 	 	P JK 	  		 	 	 
JK ) #! 	 	

 	  	 !	 	 	#  	  	  C
	 	  "	 5 	 	 	  	 ?	  	
	 J "K4 B  ) 	 2 #	 	?4 	C
;   	  		  #	  	 ?	 )	 	 	# 	
		4 	 * "  * 		  #	   #	 	   
 #	 ) 
? 2	 .	

 	 	 	 	 !	  )  	  		 B 	
		 	9	4  		  # 	 		4  2
 	  C  	 	 		  	 4  #C
	 	 "	4 	 			 	 4  	7  2	  	 	 
	  	4  	 	 	 	4 )C 	 "	
	  	 ?	4 		 	 		  #	 ) C
4  B B  	 	 			   B  	  	
	  	 -	  )	4   	  )	  7 
 	 -	4 	 	# 		    )	  	
	  	 	  "	 	 #	 	?4  	C
  2. )	 	 	 ?	
 = 	 			


 	 	 		 	 	 !	   )	 	 		 "	 C
2	  		  	 !	 	 	# 		 	 	.
	 # 	E
JK  	 ?	 	 * "4 27  		   * 		 
%  #	 	     #	 ) J !# , JKKP
JK  	 	 	  "4 27  		     " 		
 #	 J !# , JKKP
JK  	 	 	  "4 27  		    		 
#	 J!# , JKK
5 	 	 	    	    	)	 N   	)	 *O4
H# NH# *0O  ^ N^ ,$O4 	 ?	
  
	 &

 		  		 	   	 		  	 "C
	 !	   	 
 		    	 	 	
B/ 3	 	   
x
y
z
?
?
?
x ? (x,y,z)
? ? (?,?,? )
 
x
y
z
?
?
?
x ? (x,y,z)
? ? (?,?,? )
 
x
y
z?
?
?
x ? (x,y,z)
? ? (?,?,? )
 
1# , E =	 	 	 !	 	4    B	 		  C
#	4  ?	4 4 	   		 " ξ ≡ (ξ, η, ζ)
 	   		 #	  x ≡ (x, y, z)  " 	 	 	
.		 ©  	 		  % 	 .		 
   B ( .

  
	 !	 2)C 		 I 27  		 J27  2	K 	 	
  		4 	 	  		  	  ?	
xe =
NE∑
a=1
N˜ea(ξ, η, ζ)x
e
a, a ∈ {1, . . . , NE}, J, K
	 NE  	 8	  " 	 	4 (ξ, η, ζ)  	   		
"  N˜ea 	  27  2	 	 	 e 	 	 " a   2	
	#4 	 	  		  ∆u  		    ?	
∆ue(x, t) =
NE∑
a=1
N˘ea(ξ, η, ζ)∆u
e
a(t). J,K
 	 )C 		  N˜ea(ξ, η, ζ)  N˘
e
a(ξ, η, ζ) 2	 #  		 	 "
	 	4 	 4
N˜ea(ξ, η, ζ) = N˘
e
a(ξ, η, ζ) = N
e
a(ξ, η, ζ). J,K

   ?7 J, K  J,K 	 )C 	 ?7 B 
 	 	 		  	 	  		    		 BB
	 "	 )	 
B ?7 	    # 2	E
x =
NN∑
a=1
Na(ξ, η, ζ)xa, J,K
∆u =
NN∑
a=1
Na(ξ, η, ζ)∆xa, J,$K
	 NN  	 8	 	  " 
 27  2	 Na 	 	 ! 	 ?	
	 	 NXUA)  @	 , O
"  
	$ !

 #	  	  	    
  	  C
2		 	 # 	 	 	 e4  	.	  Ωe4   # 	 	
	 "	 		 
 # 	  	 	 		  BC
  %C&#4 B 	? 	 # 	  		  	"	

    		  		 	   	∫
Ωe
G(x, y, z) dxdydz =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
G(ξ) det [J(ξ)] dξdηdζ, J,'K
	
J(ξ) =
∂x
∂ξ
(ξ) J,6K
  ) 	  2		  	 2 "	 ξ  	 2
	 #	 x 
 # 4 B    	  B  %C
&#4    ?	∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
G(ξ) det [J(ξ)] dξdηdζ =
nξ∑
m=1
nη∑
j=1
nζ∑
i=1
ωiωjωmG(ξg)det
[
J(ξg)
]
, J,*K
B/ 3	 	   $
 B nξ4 nη  nζ 	 	 8	  		  #	  % 	 	 e 
 		 " ξg  	 	 		 	 		  % g4  		
"4  ωi4 ωj  ωm  	 	  #	 3		 B4
ωiωjωmdet
[
J(ξg)
]
= Peso, J,,K
 #	  	  4  2	 !4 		
∫
Ωe
G(x, y, z) dxdydz =
nξ∑
m=1
nη∑
j=1
nζ∑
i=1
PesoG(ξg). J, 0K
 &
 	 
	$
 	 "	 		   			 ! B	 C
)	  		  	 B 	 2		  N## 	 
 6O
5 2	  	 	  	"	  2		     	 2	
 #	 	 	)   	  #) 	 	 3	BC
4 	 2	 I 		  	 	 		 	  2		
	8  	# 4  	  7 	 ! C
 N/@U	 	 
 00O ( 		  )  	  )C 	
8	  		  #	 	 	 -	4   	 	) 	 C
	  		  # 	 	 2		 "

4 		  		 	
	 	 		 	  )	  		  #	 	

	
		  #	 )  	 	 		4 	 	  2	C
7  			   	. 	 	 	  		 	 	
 	 B  	)  2	    ? #) 	 	4 C
		 	  			 N
 04 <	  H# ,*O  #	 		4 B
	 	 	 			   B  	  	 	  C
	4 	  #	 	  	 	 	   #	 )
2	  	 	 		  ) #)  	 	  2	 
NU  H# 6*4 H# *04 H# *6O
$	   $   

 )	 	 	  	 v   	  δv 	  
?7
v =
NE∑
a=1
Neav
e
a, J,  K
δv =
NE∑
a=1
Neaδv
e
a. J, K
 ?7 	4 vea  δv
e
a #  	 	   	 
	 	 " a4  3	  B7 J,  K  J, K  	.  	

	
 


 
	 
 
  ' B ( .

  
	 #  	 L   	  δL 	 # 		E
L =
∂v
∂x
=
NE∑
a=1
∂Nea
∂x
vea, J, K
δL =
∂(δv)
∂x
=
NE∑
a=1
∂Nea
∂x
δvea. J, K
5 #	 	4 	 	 L  δL 	 	  	 	 		 
#	  % 	 	
	 (  
	 		  #	 )  	)C  		  		
	 	 #  	 5 		 	  	  	C
	 	 	 #  	 	   		  #	 	
	 	 	  	 	 	 	 
4 C B  		
	 	 #  	   	  	  		 	
	

4 	7C 	 	 L   	 L′  	 Lh4 	
4
L = L′ + Lh, J, $K
 B
Lh =
1
3
tr(L). J, 'K
 2		 )  C 	 	 #  	4 L4 	 
		 	 L¯ !	  		 	E
L¯ = L+ L¯h − Lh, J, 6K
 B L¯h   		 	 	# 	 	 #  	 3	C
4 L¯h  	  	 		  #	 
4  #	 )  : 	 	  )  C
  27  2	 	 	 -	  )	4  		 4  )4
		 	 		 B¯   2	4  )    27  2	4
Ba4  . 	  ) 	#4 B¯a Ba  ! 	 # 		E
Ba
def
=
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
B1 0 0
0 B2 0
0 0 B3
B2 B1 0
0 B3 B2
B3 0 B1
⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , J, *K
 B
Bi =
∂Na
∂xi
com i = 1, . . . , 3 e xi = (x, y, z). J, ,K
B/ 3	 	   6
< Bdila    Ba 		 I 	4  	E
Bdila =
1
3
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
B1 B2 B3
B1 B2 B3
B1 B2 B3
0 0 0
0 0 0
0 0 0
⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ J,0K
 B′a    	4 	 
B′a = Ba −Bdila . J, K
 !C  ) B¯a  # ?	E
B¯a = B′a + B¯
dil
a J,K
 B
B¯dila =
1
3
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
B¯1 B¯2 B¯3
B¯1 B¯2 B¯3
B¯1 B¯2 B¯3
0 0 0
0 0 0
0 0 0
⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . J,K

 ) Ba 	     2	 ? 		
B¯a =
1
3
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2B1 + B¯1 B¯2 −B2 B¯3 −B3
B¯1 −B1 2B2 + B¯2 B¯3 −B3
B¯1 −B1 B¯2 −B2 2B3 + B¯3
3B2 3B1 0
0 3B3 3B2
3B3 0 3B1
⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . J,K
 		 B¯ )C I !7 	 	 	 B¯i  ) 	
NH# *6O   		 ; 	  
 		   C
 	 	 	     B¯i4 	 i = 1, . . . , 34  	 		
  #	
3	  	 ,
	 		4 			 	 ## N## 	 
 64 H# *6O  B 	) 
	 	4  	 		  2		  	  #)	 
		4 		  	4 C  ) B˜   	84  B
B˜ =
1
V e
∫
V e
BdV, J,$K
  * B ( .

  
 2	  B B¯dil4   	 J,K4  	.   	 
B˜ 
 ; 	  B˜ 	 	   B¯dil4 	 
B¯1 =
∂N¯
∂x
=
1
V e
∫
V e
∂N
∂x
dV, J,'K
B¯2 =
∂N¯
∂y
=
1
V e
∫
V e
∂N
∂y
dV, J,6K
B¯3 =
∂N¯
∂z
=
1
V e
∫
V e
∂N
∂z
dV. J,*K
5 		  		 	 	  	 	 	  	 	
	  	  	   ) M	4 	 4
V e =
NE∑
i=1
det(Ji). J,,K
+(	      - !,  1?
 		 B¯4 B 7  	 	 	 	#	 	 	4 	 	)
		 8	  # 	

 5 2	 	  		 	  	C
	   		  2		 4 	  ?  #4 	
 ?	  
 2   2	 	    	!	 B¯ 	
	 #! N% 	 
 0O
5 			 	  	#	 		   		   C
)	4 #	 	 U NU 	 
 *'O 5 		   2	
 B¯dil  2	 B  Bdil   2	4
B¯ = B′ + B¯dil + χ
[
Bdil − B¯dil
]
. J,0K
 ?	 J,0K4 B	 χ = 04 	C  2	 	  B¯ Y	 χ = 14
	C  ) B 		 5 		4 	 	 	# 	C
	  	4 	  	 		 	 IB 	 	
		 B¯
% )	
	 	 
		
 	 			
 		
< B  	    " 	 		 #		 JC
 K4 	 		 #   	 	 	 5C
	 	 	?7  	 		 		C ! 	 
	7 J4 ? 2"	  	  	

K   2	  )  		C
	4 	 	  9	   2	7 4  
	 " 	 	 	  		#)  	4 C  
   	 -		4    	 		  C
 	 " 	 	 5 		  )	   	 	
 9	   2	4  		4     	 	#	
	 	    2	

 	
 		 	
 

 	
 
 
B1  	 2
	 ;
	   ,
? 
#		  9
 	 C 	 #		 #	 	 	#   		 	
#		 .!	    4 C 	 #		  2 
	 9	  	4 	 #		  		 	 2  			   	
	 	 		4 	 #		  		 	  #	  B7   	
 	7  2	
"  $#  $
 8	  	 	# 		 	  	  	 "	 	E
JK  	 	4 !7 	 	  #	  P JK 			 	 	C
	 P JK 	 	P JK 	 9	  JK 	   
	
5 	#4 	 I  	4 	 	 	 	! BB
 	 "	 J	 "	K B 	 	7      #	
  		4  	.4  2	 4 	  ? 	 	# B 			 
	 		4 	 	 		  			 9	  	 	
4 	 	 !	   		  #	  		  		 	
 #	  B7
 #		 #	 	 	# 	 	C 	  2	 
	 B	 ,  
  2  #		   I !7  4 I
  !	 	 	    I !	 	 !	  .  2
!C 		 	 	 	9	  24  		 	    			
	 	

 2  	4   	 ,4 	C 	 	 	 	 	
	  	 
 		 	9       #		
	 +	 #! B  		     	 #  " 	 
  		 9 
 )	  	  	  	 )	
	 	#   	 	  	#; 	 		 	9	 4
 	#;  # B	  		   	 	 		 
	 	 B  	9  - 	 	 B	4 
	 	C 	
 2  	 	  9	 ? .   	 B
 	 )	 	 	 	 
" 	 !  2  	4 		C
C 	 !	  .  	 5 !	 	; 	  2		 
I #	 )4 4 	  2		  	4   		 
)	  2  "C		
" ,$
  4	 	 

 2  	   	 "	  	 	  	 9	  #		
 	 	 	C 	  	 B	 , 5 #		 #	)
  #  	 	 	 ', J 	 *$K 
  
 2 	 	 	 ) 	 I )	    		  "
 2  ' C    	 	    	
	  	 "	  2  , C4    		
 0 B ( .

  
 , E  	  	 #		 #	 	 	# 

   !74 		  #	  "
 &  !	 	 	  
  & 	 !	  	  
  !	 	 		 J#	  K
 3	7  2	 	 	 9	
 3	7  2	 	 	 	
$  !	 	 		4   9	  	
 +)	  
$  C 3	 	 	  	
$  3			  ∆t4 ∆T  ∆u
$  C 3	  		E
$  3			  	#;
$ 3	 	 J	 ,K
$ 3	 9	 J	 ,K
 	#;
$ 
) 	7  2	  	 	 
 ! 	 		
' <.  	E
'  %	   !
' 3	 J74 2	74 :?	4 K
	  2  '4  		 ?    :?	  	 
 2
 , )  # .  	 		  A	C=	 J
	 *K 
" 	 "	  	 	4   	 ) 4
	 	 	 9	  	#;4 	   !	  .
 #		  2  	 9	4 	     2 	
 	 	 	 	   	  	4 	C 	
	 B	 ,  #		 )C   		  	  B 
I 		 	   B7 #	 J		  	 B	 ,K   		 	
  B7 	C 	 	  		 54 		4
	 	# 	 	 	  2		 
" 	 	  27 	4
C 	 	  	 	 2 		"	
 	 9	4 	 	 B	 ,4 	   #		 	
 			 		 	 	 	 	  	 5 #		4 	 
	  7  	  2		 4 	 	) 	 C
	 -   	 	 	  N?C  ,,4 ?C   ) 0 O
  #	  	.	   	 	 4 B)	 	
B	 , 5 	 C 	  	  )  	 C
4   	 ,  	 	 	   		  #	  %
	 	 C  ) "	 			    ) B¯  
B1  	 2
	 ;
	   
 ,E  	  	 #		  2  	 	

	
 	
  +)	  
 1  '
  3	  C4 K4 Q  f  Tt
 3	  T0t+∆t
 3			 	 	 < 	  	  
 1  , J)	 T0t+∆t 		  K
   C 3	 	 k = 1, . . . , Nmax
   3	  		   ∆Tkt+∆t
  Tkt+∆t + ∆T
k
t+∆t → Tk+1t+∆t
  = KCT  Ft+∆t
  3	 	 .	
 	#; 	 k = Nmax
 
)	 	 	    .  	
#	 )  
"  	4 	"C  ) #)  #	
	 
"" >  
	 

  2	  B    			    # 2	74
 	 2    2  #) 	 J 	
6 K 5 2		 C B  !# ,  !#4 Aˆ  A
	 #) 	  	 2 		"	  #	4 
Rt  Rt+1/2∆t 	 	 	 		  	!#	    	 	4

Referencial
Global
Referencial
Global
Referencial
Ortotrópico
Variáveis tensoriais no 
começo do incremento t
Variáveis tensoriais 
resultado
Produto dos tensores por Rt Produto dos tensores por Rt+1/2?t
At?At+?t
tttt RARA
Tˆ ? T 2/12/1 ˆ tttttttt ???????? ? RARA
1# ,E =	 B    2 	 	#	 	 	
	
  B ( .

  
 ,E  	  	 #		  2  	 9	 	 	#

	
 	 	
  =)	      	 	
 3	 	 9	   
  C 3	  	)	 	 	
   C 3	  		 	 	
   &	)	    		 	 	
   
	  	 	 	
  +)	  keab  ∆f
e
a
  3	  9	 JB	 ,K
  
##	  	  #	 ) KAB  ∆FA
 ! 	 	
 =		 	  #	
∑NN
B=1 [KAB] {∆uB} = {∆FA}
 3	 	 	  2		 ∆εˆ
  3	 	 # 	 		
  	  2	7 
 3	 	 #  2		 F 	 r
 3	 	 	 		 R
$  	 	 9#	 	 2  			
 3	  27 	  	 	  	 ∆σˆ
$ 5 	)	 	 	 	 	 ∆t
 	)	 #
 
)	 	 	 	 
  3	 	 	  7
 
)	  7    	
 3	  	 B
 3	  2		 	 2
$ >	 	 2 #	 	 ! 	 	
$ <.  !	  	
B1  	 2
	 ;
	  
 ,E  	  	 #		 	 	  9	

	
 
 	 	
  3	  B˜   2		  	 
  C 3	  	 		  #	 	 	
  3		 	 "	 			  Csec
   3	 	 	 	  7 σ′
  =		  	 2 		"	
  3		  ) Cˆmodt
  3	  ) Cˆsec = Cˆmodt −K1Θˆ′t
 $ =		  	 2 #	
 3	  ) B
 3	  ) B¯ J#	 ) K
 3		  ) #)  kab
$ 3		 	 #	 	  ∆fa
$  
	  		  	 
$ 
	  2	  7 	
 		 		  #	 	 	

 	 	 	 		 	  ) 	 JK 		  			
	 F = RU 	 	 JK 		  		 4 	 R = rRt  r   		
 	 	 	 	  		 W 
	 	 		 ) 	
B 	 		 	 #)	  2		 		 B	   
	  			 	   #! B	 		 	 	 2		 
		 	   B7 3		4    	 B 	 2		 	
	 #	 		  #		 		 	 		  			 	4
 	 	 B	 ,$4  			 	 	  
  
	4 	 	 	 #  2		4  		 	 	 	
 3@C% C  	  B	 - ? 	 	 "	  C )C
 		 	  2		  M	4  ) 3 × 3  	
"	 	 	 	  3@C% 	 )	   	   U
 	  	 	 #  2		 -		4 	 	 
 U4 C  )  U−1 14 	 	 		  	  
	 		 	 	 #  2		 	    U
" 	  
	 $#
  0L 	 	 	  		  	 	 	 !	  	
 		 	   B7 
 	  #		  		 	C
	4 	"	  !    	9 2 N
  ) 0O

 !   	 		  		4   	 	 	4  	 	
 	4  	 	 	  	 	  )	  )
  B ( .

  
 ,$E 
#		 	 	 	 	 		 	 		  			 	
!  	 
 " 
	
  R
  3		 	 	  2		 J	K  3@C% C
 	  B	4 C2
C = FTF
C2 = CTC = FFTFTF
  	 	 	 "	  CE λ214λ
2
2  λ
2
3
 3	 	   U  	   F
IU = λ1 + λ2 + λ3
IIU = λ1λ2 + λ2λ3 + λ1λ3
IIIU = λ1λ2λ3 = det(F)
 3	    U
U−1 = γ1
(
γ21 + γ3C+ γ4C2
)
	 γi,∀i = 1, . . . , 4 !	  # 2	
γ1 = 1IIIU (IU IIU−IIIU )
γ2 = IUII2U − IIIU
(
I2U − IIU
)
γ3 = −IIIU − IU
(
I2U − 2IIU
)
γ4 = IU
$  	  R 	 # 		
R = FU−1
5  &  +
5 	 		4 		  	 	 	 	  		 	9	
	  	4  	 	 	     #)C 	 	
.!	 	 	 B B  4  	 2C 	 		 
I  	 	 	 9	  	 	 	4 

	 	 	 ?# B  	4 	 .	4    B7 
	 	

 		 	   B7 	  9	 	  94 	C
		 I 		 	   B7[
KM KMT
KTM KT
]{
∆u
T
}
=
{
∆F
Q
}
, J, K
	 4 		 I 		  B7 J,K
KM∆u(i) = ∆F−KMTT(i−1)
KTT(i) = Q−KTM∆u(k), k = i− 1 ou i J,K
KM  KT   ) #) 	  9	  	4 C
 KMT  KTM   ) 	 		 9	  	4 C

 	 		C  		  		 	   ?C
7 J,K4 	#	 I 		      B7 
B1  	 2
	 ;
	  $
	#    		  !  	  	  		  
2	4  	   B7 	   	 (n× n)4 	  9	  
	 (3n× 3n)  	   B7 	 		  	 (4n× 4n) 
	 	  	 	  	 		  	 I 	 	 C
	 	  	 	   B7 	  9	   2	4 
		 	    	 		 2	 I 		 	 	
3		 	  	 	  	 	7  2	  	4  )
#	 K 	   B7 9	  	       	
  	4 		C  		  )	 	 	 *-
4 	 B4 
) #)  ) 	 	4 		 	 	 	! 	C	 
	 	 	  #	 5 B  )	   	
  ! 	 B  I #	  "
!,  	    92
 		  		    B7  	 C  	 #	E
JK 	 		 	  JK 	 		 	  	 		 	 		
	  2	 	 	 		 	4   	 	)  8	
5 	  B 	4 	 	 	 		   " 	 	
B7 4  2. 	  		 	 	4  	 
# 	4 	 		  		  	 	 		 2 	 		
	  	4  		   	 		 	
 	#  	4  		4  		  		 4 	
	  	  %4   		 	4 	 	 # 	#	
"% , 	 
#  9	 	 4
	
	 	# 4  	7  2	 9 	E JK 		
	  JK #	 	 	  2. 	 	 	  	7
 2	 	E JK  P JK 		  :?	  	  JK 	7
 		  	

 	7  		 	 	    2 2	 
		  	 	 	 		  	  B	  	 		  	
	 	!  #	 N= ,*4 3	 00O 
  		4 C 	 		
 		 	   B7  #	 Ku = f 4 	 "# B  u
B  f   2	 		 2	 	 	 	# B B  
!,  	  9	
 #   	 	 		 	4 	 	 	 	 	 		
u  B	 i   		  	 	 	  αi4 	 4 ui = αi 3	B4 
B	 		 	 #   	 		 		 	  

 	  B	  	 	  	 	  	 	 I 	
B7 	 
5 		  ! 	 B  I #	  " 
   	
8	  B7 	    	4  	 2  	  )
#) #	 K  		  	  B	 	  	 	 	 	
 ' B ( .

  
	 2	 	 #   	4 	 B  B	 		  
	  
!,  $ 	   /   
 		4  		  		 	 ui = αi 	#C 	
	 	! Kii  ) #) 	  Ku = f 	  	 H 	 	 
	  		  2	 fi 	 αiKiiH 
4  B	 i4  
2	
· · ·+ Ki(i−1)ui−1 + Kiiui + Ki(i+1)ui+1 + · · · = fi, J,K
 	!4 	 	# 
· · ·+ Ki(i−1)ui−1 + KiiHui + Ki(i+1)ui+1 + · · · = αiKiiH J,K
 	 αiKiiH 	 		 	 	 	  B	4 	  ?	 J,K 	?C
 B I 		 B 5 		 	 2  	 
    ) #)
!,  	    92    @  u  f
 	 	 		 	 	  2		  # 2	E  	
  B7  "# 	 	 	 u 		 	 	 f   2	
#    	74  	  2		    B7
   	.   			 	   B7 Ku = f 4 B	 u 
		 J		 	K4 	C f   B	 5  B 	
		 u 	  		 J"#K4 	C 	 	  f  
4 	 
  neqn B7  	 n "#4  B neqn = n

 		 	   Ku = f 4 4   2		
   B7  K′u′ = f ′ 	 	!  K′  f ′ 	 		
5 2		 C4 	 α  		  		4 	
∀i, j ∈ [1, NN3], k′ = (∃ αj : K ′ii = −1 ∧K ′ij) ∨ (∃ uj = αj : K ′ij = Kij); J,$K
∀i, j ∈ [1, NN3], u′ = (∃ αi : u′i = fi) ∨ (∃ ui = αi : u′i = ui); J,'K
∀i, j ∈ [1, NN3], f ′ = (∃ αj : f ′i = f ′i −Kijαj) ∨ (∃ ui = αi : f ′i = f ′i − fi), J,6K
 B NN3   	 ? 	.  ) K  	 	 u  f 
-		4 C  		 	   B7  K′u′ = f ′

 	 2		 	)     B ) K′ 	 #	)  	C
  ) K4 	   -	 	4  		   	 	 
" -	4   #  	 	     C
 	 	 2	
H '     1020 6 7	    7	 	7    
	  
B' .	
  C
  6
? + 	 ()	
	   	4  2 #! 	   	 	 	#  C
	  !# , C  2	 B 	 2		  2 
)	 	 	# 4  	 !	   2 #C
!  C		  	 !	    .   !#4 C 
	 	  #	 	 	 	# % 


TriCreator.bas
TriCreator.bat
TriCreator.cnd
TriCreator.int
TriCreator.prb
TriCreator.mat
TriCreator.sim
TriCreator.tcl
GiD®Pré-processamento Pós-processamento
TriCreator
NOSTRADAMUS
Análise gráfica
*.ffr
*.ffm
*.dat *.res
*.msh
Nostramus.exe
ANIMA
Anima.exe
Processamento
*.out
Deslocamentos
Temperaturas
Tensões
Deformações
Fluxos de calor
Ângulo de rotação
1# ,E =	 B 	 .	  2		 	 	# 
   	 )	  C  	 #	 #! 	 	#
% 


 	# % 

	  	  	    %
	 

 5  %

	 4 	.	 	 	 !	  ##  	#	 .!4 2	 
2		  		 	 .  	7  2	4   	  2		
    
 	 #! 	 	# % 

 2 	 	 	
		  !	 	4  ## 	

 7 # C 4 	 	 ?.	 	 :?	#
 !# ,4  2  C		   "C		 # 	 	#
 
 2;  !	  	 	  	 	 2 
?7 	 "	 !	4    	 J_K4 		 	 ?	 	 !	
    5 	  	 	 	 	4 	 	 )	

)  9 '     *6 . 

    	
 ! 


 	
 "
 * B ( .

  
 , 4	 	 &;		

1	 	  2 #!4 	 	    %
	 4  	 	
	9	 	 	 	# 5 24 	 	
3	 J!# ,K4 E J K  #	 	JK "	JKP JK   
	 !	P JK  	7  2	 	 "	P JK  	 9	
 	P J$K 	 	 	    J'K   	 	 
1# ,E M  .	  2 3	 	 % 



 2 3	  	. 	 * !	4 	  ## %  	

  !	 	
  	  	 	 	    	
  	 J !# ,$JKK  !	 	
  	

	 	  	  	 #!  	7 2	  	 !	
	
 !  2		 	 !	  .  2    	
	#  J!	  K 	
 !  2	 #! 		
	 9	  	 	 J !# ,$JKK 5 9	 	 		 	
	 	 B 	 ) 	  B7 #	  I !	  
 ! B7 		 JK 	 	 	  #	 	P JK  	
 	 			  	)	 JK  !	 	 	  	 P JK 	 	
 #	 	 	P JK 	 8	 ?	  7   	P JK 
	 	 !	  .  !	 	
 !  	!#	 	
	 # 	 	4 		 	 	  		 	"#	4 	 	 	 	 		4
  4  J !# ,'K -	 !4 	
 !  	
#!  C 	 .	  	 	  	  	7 2	4 
	 	 9	 	4  ?	 	 	#4  J !# ,K

"  !	 	 		 #		4 	   	 9	  	4 
2 3	   8	 !	  ?	  B 	 		 	 	
	 	 	 5 !	  	  	  	!	   	
	 	 C		 #!	 
"  	 	 !	  4  2 3	
B' .	
  C
  ,
   
1# ,$E +2 3	 	 	# % 

E JK  	  	
	   JK   	 	 9	  	 	
? 	 	# 
 , 4	 	  ;		

-	 B  !# , 	 C B 	 	# 	  ; 	 
!	E  
4       !	  .  ?	 
 	; 	
 		 	 	 9	  	 	 5  	 )	 	
	 		 I  B   )	 4  		    		  4
	  	  2	  	
 !	  .      	; 	  2		 	 	 	 	C
	  	     	 !	4  5 !	 	
	 	 	

"  ?	 	 	# 4 	 !	      	 	
	 	#  5 	# 2	 	 !	       !	
"C		  	    J	  	   K4 
5 !	 B  2		 .!	 	 	 	 "C		 % 

 
	#  	  	    	 !	   	 	
	#	 	 	 5 	    !	  B;  # 
	 J	K

 	 	# % 

4 	 "C		  	  )	  
	 	 		  !	 	 !	  	    	 	  !# 
		   	.4  	#4  	 	  #!	  		
   	  		  	 		 #		
 0 B ( .

  
1# ,'E M  !	 	 	  	  	 9	 	 		
	"#	 +2 3	 	 	# % 


"  
	$ $?
 	   	#  	 	  )	 	C		 	 "#	 	 
.	   2	 	#	   	   	 "#	C2	 
 !
    2	 	 	 	   !	 2		 	 	
	   -  	  !  )	 	 	#4  2	
	 #	 #!

	   ) 	 B  !# ,4 C B 	 	 	#
 		 	 	#  	 #	  2 3	D% 


 !	 	
 		  ?	 	    	 	#4
 #  	  	 	 		  		 	 	 	 	
?.	   J 	 	# % 

K   	.   	 !	
 .   	 		 3	D% 

 	   	  ?	
  2	4 	 	# 4 ?	   24 	 
)	 	 )	 	 ?  		  2  	
	
 
(!
  %
#	 
	  		
 	
	 
 
 
 
 
  
6	
 	 		 )		 

 


  -	  
 
	
	  
 
 
	 $	 
 
 		

6	 	  

 	 



 	 
6	    


 	 

  

	 
 8
  - 

 
 "
 
	 		 -	
 @  *		
-4  	      	 		 C
	"#	  		   		 
 	   .!4 
 I )	  	#  	4 	C  )  ?#
 	  	 -	  2	4 	 8	 	4 ; 	  	C
  )  	?  2	   	 	 ?	 	 		C
	  2  3	B4  ; 	 	 2
		  			  ) 	    	 	  C
7 -	4     			 ?# B    8	
	  9	 	 	  	 			   
 	  !	  9	  		 	4 		 
 	 	 	 			   2.	4   2B  	C
 .!    2	 #4 B	  	?	 	 	  2.	4 
	?	 	 	 		  	 	 8	  9	 B  	 

 !	  9	   		  			   2
	2		 	 	 	 D	 .	 	 	 ? 

  
  &D 
  .
6	  2	  		
 	 		  B 	 8	  	 ?   	 8	 	
9	    )4 	C  ! 	 9	  
2	 ?	"  	4 	C 	 	 	 	 		 
 2		  B 	) I 		   	  	)	 	C
C N3  - ,O
 		  			 )	  	   		 		CC
		    	  $ 9	 		   2	   	
9	 		  2 4 )C 	 		  	C
)	 	4  E
  		  	)	 	 	 #P
 		  	)	 	  #		 		
 	 		 	 		  	)	 	 	 # 	 	C
	 	  ?  	 9	 	 		  N-	U ,6O

  		 	  		4   )	 
	 2 		  9	    2	4 )C  	
  ?	 	  #		 )	   		 	 		 	 	
 N-	U ,6O  	 		  &#CB NB 'O 5 8	 
 		 	 		 	  A	C=	   2B )	 	 
!    	#; 	 #		 N3  - ,O
 #		 			 J
5K 	  # 		4  	C
#	 		  	 #		 #	 J
%K 5 #		 	 		 
	)	 	 		 N1UA  \#A ,64 3	 	 
 ,,O  #		 	C
		 	     	)	 		 	 M	 H	   	
		  		   	  # 	  A N&  =	 0O
5 C 	 		 		  )#   		  .C
	 3 	   		   	 	  	 	7 
 	 	 N1UA  \#A ,64 
C3	 	 
 0O 5 #	C
	 			 	 	 )	  	)  	 	4 	 ?	4 
		  	    	)	  2	4   
5 	
	 	 	 	  	 	.	4 	C2 D	 	
( 		  	)	  	 # 2	 )	  2	  
 		  9	   B	  	 		 		 C
	 5 #		 	 	 		  	 #		
#	 	4 	 	 	     	4 	4 !C
	 	4 	  )	 
	4  		 	  :	 
	 	 		   9	
 .	 C 	 		  !	    9	 
		  			    5 		  !	  9C
	 	  	 		 		C		 )	  	
 @ 		  *!	A +	 *	
 		  	  9	  	 		  			 C
	  	 	 	 .	/'%
 . 3		 
&D1 2
  
  
	 	 	 2.	4 C 2	 2	7 I 	 	 		C
	   	  		 	
 	  	7 ? 4   	#4 	
	 	  		 	 -		4  ?; 	 ) C
 ! 	 2 9	  	! 	)	  B7 	 		
5 !	  2 		  '%
 . 5 	  	
 		  	  9	  	!  	 B  		   C
 ?    	 	 		  	 2" 5 			#
  B  !#  0    		 	  !#4  		
 	 	  	 	  2.	  	 	 	 		 	
)C 	  2	  	 5 2	   	 		
Parâmetros 
iniciais 
Comparação: funcional de custo
Resposta do sistema físico 
(resultados experimentais) 
Resposta do modelo matemático
(resultados da simulação) 
Evolução para um 
novo conjunto de 
parâmetros 
Decisão
1#  0 E 			# 	 	 	  !	  9	
-	 )  	. 	 		  9	 	4  B 	  	C
	   	4  	 #	 # 	 	 		 	 
	  !	  #!	 2.	   9	 N3  - ,O

   	  	   		 		  9	4 	  	 		
	  	 	 	 2	  	4   	  	)	
 @ 			#  *!	

 			#  !	 	C 	 # 		4 	  	 C
	E   %
  	   0	  
   		 1 

	
2  
  3   
3 2 4 
    %

  	2 

@" 8  #	 	 	
?
 		  !	 	4 ?4 	   B 	  C
 ? N- ,0O 1B4  8 2		 	.
  	  	 	  	7 ? %4  	 	
	4  2		   	 3	B4 	C 	 # 
  	  	 		
  &D 
  .
6	  2	  		
3	C   2.	 	 			 	  	 	 	 ?.	 
 		 	  	 	 B  	. ) ?;  ?;
C   	 # 	 ZT = [z1, z2, ..., zm] 5 2	 	
				 ?4  	 8	   	 )  2	  	C
  ?;E  ! 	 #	4 	  	 4  	 !
	 Ze 
 	 	    #	  !    
	 	C		 Zs 
4  2	    #  		 	 2	C
	 	4 	 		  7  	 		 	  2	
	 		
Υ(Z,A, t) = 0, J 0 K
	 A = [A1, A2, ..., Ar]
T
 	 		 	 r ∈ IN 9	 	 		 .	 	
 	4 	 	 	 t  	)	 		  		"# 
 2	
		  	  0    	 	  5 	  2	 ?.	C
C.	4 B7 2D#4    B7   
N- ,0O

 		 	 	  !	 	  ) 	 2	 B 4
  		  9	 A 	4  2   7 " 	 		
 			4 Zsims 4    2. 5    B; 
	7 ? Z∗s N3  - ,O 5 2	4 L(A)4 	 
	  2	
L(A) =
N∑
q=1
Lq(A), J 0K
	
Lq(A) = 1(t1 − t0)
∫ t1
t0
[
Zsims (A)− Z∗s
]T
Dq
[
Zsims (A)− Z∗s
]
dt. J 0K
N ! 	 8	   ?  (t0, t1)  	 	  	 	 
#	 q Dq   )  	 	 	  q 
   2 J	K
  2		    ?4 Zsims (A) − Z∗s 4 	4 4 
  	C		  	 	 ?
4 	 #  B	  0 	  	?	 	  	 !
	  2  	 	 	 		  	 	 ?  
  Mq   		4 	 
Lq(A) = 1
Mq
Mq∑
i=1
[
Zsims (A, ti)− Z∗s (ti)
]T
Dq
[
Zsims (A, ti)− Z∗s (ti)
]
. J 0K

 B	  0  	 	  	)	 	C B   		 

)  	 q   ) #	 	 	! 	 		 	  	
	  	  #  	 5 	  !  	
	     ?  B  	  	 	
@" *#	 	 
+

 	   2		 	 		   	)	 	 	 	 
2	 5 	 	4  " 	 		  2	 		4  
&D1 2
  
  $
	 		  	 	 "	  	 9	 	 	4  	
	 #		  	   	 		 4 2B4  2
 D	 !; #	 N5.	 <	 0 O
 # 	 	4  		 	 	  	)	 	 	  2C
  2	 .   ) 	   		 	 	 

)	  		 ) !  	 "  4 	 	 ?
  		   	  !	 	C N3  - ,O
5 2	 		 !  	  4  4 	 .  	
	 	 		

 !#  0 	  	 .	  )	 	C   
 A 	 	 Ω = [a,b]   A 		 ? 	 .	 		
A24 A34 A5  A7 -	4  	  	 .	 	  		  	)	
 	  .	 #	
A
L(A)
A2A1 A7A5A3 A4a bA6
1#  0E .	 	 	 2	 	C L(A)
  	 	 		  	)	 	C4 	 	 #
	 2	4     2	   		    
 		  	 .	 	 	 	4  )4  	 	 	
.	 		  	  74  		 	    
 9	 2	4 	 B 2) 	)  2 	 5 	 C
C 		  		  	 ? ! #4 
2	    2 	7 	

 	    		 	 	  	)	 	C   C
	9 24 	   B 		  ! 	 		  !	
N3  - ,O 5  	     E JK 	 C
		 ?	"	4 B )  	 	  2	D2	  ) 
JK 	 		 	 # 	 	 4 B )4  	 	 	 2	 
)4 2		 	 	 # J	 		   	K  	 	 C
	 	 2	 J		  # 	K ( ) B    8	
	  7 	 2	4 	 		 ?	"	 	 )	 B	 	 	
 ' &D 
  .
6	  2	  		
 	 	 	  2	D2	  )	 3	 	 	  	  	
 	#4  #   2  4 #	 		 2T#	
  	. ) )   	)	   #		
			 5 C  	  		   A4  <	 
N3		 0O
 )4 	 .	 ;    	  	  	 	 	C
	 
	  		4 	 B  . B 	  .	 
 	  	 	    		 -	 		 	4 
. B 	 	  2	 	  5 . 	 		C
 	  # 	 4 B 2	 		   
	 	#	
 B #74 	 " 	 	 .	  )4 		 
	  # 5 	 	  	    	 		 
		 ?4 !	 	 2	 N3		 0O
1	  	#  	 	 		  
 	
  	 		
 )# J	 	)	K B  	 		   #
	 #		 			  		   		   	 		
			 		 	 	 		  #		 			 	 	
 	 B    "  	4 )  	 9C
	 B 	2  	 		   	 	 N/@ ,*O 5
#		 	  4  B  	 	 	 		 	 C
	  		 	 	 	    	  		  
	4  ) "4  2	  	  		 2	   		
	 	  !#  04  B ?  # 8	  .	 	4  	
  	    		 	  )  #	 5?C 	 	 
 2	  		   9	 ! "?	 	 .	 #	
-	 ?	4 	 .	 #	 A7 	 	  !	 	 	 	  Ai 	
 	 	 	 [A6,b] 
	4  	 	  	)	
 #4 	 2	 		 	 	   	 	.	 	 	 		
	  	 	 	 # 	 	 		  	  	
 	  94  )C  #  	 
		4 	 ?	4 	 #		 			
 	4  	)	 	 		  !	4 )	C  		
	 	 	 #   #		 			
 @ 		  )	 -	 	 %
@ &
  $	
	
YB 		  	)	 	 	 # 	 2	  B 	 I
		  	   ?;    BB 		 	  	
  BB 	 	 2	 	 <2  		  	. 	)
	#	  	)	  B	  04 	   	  
N3  - ,O  	 	  )	 	 2	 Lp(A)4 !	
&D' 2-  (
 E
	
  +
  6
	E
Lp(A) =
N∑
q=1
Lq(A) +
M∑
m=1
[αm max {0, gm(A)}]2 J 0$K
	 	 	  	#	 	 !	  M # gm(A) ≤ 0 
	!  4 αm4  B  		  	9 	 	C
#	 	 	#	 	 		 N- ,,O
 		 	 # 	 		 	   	 	  C
#  	#;  		 		 J.	 	K 	 	 
!	  9	4 	 		  	 		 	 	 # 
2B 	    	 2	  	 2	  C			
N3  - ,O &	#	4 	 #		  	)	 )	 	  C
   )	E
   		 	 	 4 B  )	 	 .	 	 	  2	  	
   	 	!P
  		  &#CB J 	 		  A	C=	K4 B
  !    	#;  2 ! 	 		  	)	
 #		 		 	 B NB 'O C 		  		
 ? )

   )	   	 .	 B	
 9	 	C 
 		 	 		  A	C=	4  
	#; B
<  ) J  ) 	 	 2	 L(A)   	 	 !	
	
Jiα =
∂ri
∂Aα
=
∂Zsims,i
∂Aα
com i = 1, . . . ,M e α = 1, . . . , r. J 0'K
r = Zsims −Z∗s  	 	 	 .	 -  	 k4 	 	 	 	  &#C
B4 δk4  	 		 	 #  NX	  & 04 -	U ,6OE(
JTk Jk + µk1
)
δk = −JTk rk, J 06K
-	 	C B ?   µk > 04 #	 	 9	  &#C
B4  2	  B δk  	  	 B  I 	  #
 L(A)   		   	 2	  27  4 	  	 	
#	 	  B	  06  	 f 4 		     2	
	   
	4  #   2	  4 A4 
  	 	 	 NX	  & 0O4 	 4(
JTk Jk + µk1 +Hk
)
δk = −JTk rk + fk. J 0*K
< B  	   9	4 A04 	 2	   B4 	 		 C
	 	  !  	#;   2	  )  	4
	 )C  		 4 		 	 		 	 	 4   
 
 	
 
#	 "	 
 * &D 
  .
6	  2	  		
	 	 		   9	 -  		  ! !  	
 4 hi4  	E
hi = −∂ri
∂A
= −Jik, J 0,K
 	 	  	 N-	U ,6O
λi ∈ λ(A)  arg
[
min
λ≥0
r (Ai + λhi)
]
. J 0 0K

 	 	 # 	 2	  	)4
∂r
∂A 4   	 	 		
2	4 	  2  2	 . 	  
  
	 # 	 2	 	  ) 	 2 ! 5 		4 B
	    		 	 		4  ) 	 		 
	)	 2	     		  			  4
 2	    	   		 4 )  	#  	
?	 J		  	#  	 !	K      2
BB 	!	 N3  - ,O
 #		 	  		 	 		 	 	  	 
  0 
  0 E 
#		  	)	 	  		 	 #
  5	     	 9	 	 4 A04 
9	  	 		
 3	  7 	 		4 Zsims
 
	 	 2	  	 Lp(A)
 	 	 		   9	 	 	 		 	 	 E
  
   3	  	   =i  	 	  	 λi
   	  A1 = A0 + λi=i
  		  =i 
$ 3  7 	 		4 Zsims
' 
	 	 2	  	 Lp(A)
6 5	 	 9	  &#CB µ0
* 5 	 	4  2	    	 2	 		 Lp(A)
, 3	#; 	 		  &#CBE
,   C 3	 	 k = 1, . . . , Nmax
,   3	  ) 	 J   27   H  f
,  =		 	   B7  0*  	 	 δk
,  
)	 	 		  9	 Ak+1 = Ak + δk
,  >!	  	#;
, $ 
)	  µk  	 	  27  
 	#; 	 k = Nmax
 0 <.  	
&D' 2-  (
 E
	
  +
  ,
@ *$ 	 
+  
 		 	 	 	 #4 2	  	  0 4 	 C
	 	 	#  

J5
	 	 6	/	 		  7 
 		K  	#  	)	  

  	#  	)	
 9	 #	  B 	  )	  	 	 .!	   #
5	 	 		 	 	#  	 I 	)	4  	 C	 B
4  	 	   2.	4 	#   B7 	 		
 	   	  2 	7 >	 B   	2	 	
	 ? 	 B 		 4  )	  !
  	 9	  		 		
 	#  

    		  			 B 	C
   !  2	 2   		4 C 
C	   ! 	 		  			 	  C
	 B4 " 		4 2	  	 	# #	  

 
C	4 B  	 	 		  			4 2	 
	  #		 B   	  # 2	7 5  	
	 #  2	7 F  	 	 		 R 	 		  			
	 5 8	 	 )    2  #) 	4 
2	   	 	  	 	  # 	7
- 		  			 2		  2	 24 B  	 	 	
		  			 )	  	4 	 	#  

) 		
	  #	  
 		     ! 	 
  B7  # 2	E
dB
dt
= F (Y,A, t) com Y(t0) = Y0. J 0  K
Y = (y1, y2, ..., yn)T  	 		  n  4   
  	  		  #	  ?.	 	 	 =#C
Q !C ! !) 
 !;  		    	"
  2	 	)	  #		  	 	 N- ,0O  		 
#	 ?.	  =#CQ  #	 JU K4 B	 JUK  B	 JU$K
# 	 	 		  #	 )	 	 	#  

 5 ; 		
	 ) 	   	

)  :; # 7	7  
"
  !$
	  %  &  

'	$	  & %	  6:    <,  $     
=	 =	7 >=	7 ??@ )  7	7 #   ?<?  ??/    !

	#
 &(  !  )
 =& ' ,,&  	  7	7 # 	% 

"
  !$
	  '* '		  !
$
	#  &( 
  )
 A	
  :; .  7	7  
"
  +$ !$
	  !
$
	#
 ;9*  ,$  -
'	 )    # 	  	 =# 
= =	7
 0 &D 
  .
6	  2	  		
 @$ 		  )	 -	  
#		 2	>
		
 #		 			  	  2	     C
 	 	7  	  	)	 	?	 
 #  	 
#		 	 	 I # .E
  	 	  	#;   .	 	 	 B  	 
  2 	 	7P
 3  	 !)  		  	  	 )	
 	7 	.P
 =	) 	   	  2		 	 	  2	 		
	  	   2	 P
 	 	  # #  27E 	.4 	4 2	
	C4 
   0 C   # 	 #		 			

 # 	 #		 			4 B  	 #		 #	4 	C
  		 " 	 	 	 	.  	7  #		 #	
	 ) 		 	  	7  		 	  # 	!C
	    
 2		4 		  	  
 	)   		 B4 		 2	 	 	  
	!	4  	 		 "  	 	   -	4 	 	 
!	  9	4 	 9	 4 	 !	4 	   	 
	   		 	.	  8	  
4 	C 	 	 
 #		 			  	)	  	 	 )  	 
  0E 5    #		 			
  %	  		   	 	7 J	  2
	K
 %	  	 	7E
   C 3	 	 k = 1, . . . , Nmax
   
	  	 J/	K   		
  <	   	 	7 J 	  	K
  =		  	7E
   3)	  	7  		 "	
  	  	7
  
	  	 J	  	 		K
 	#; 	 k = Nmax
 <.  	
&D* 2-  (
 E
	
   	 3$	   
@% ,$
 	!   	 	 # 	
	 #		 			 	4  		    # 
2	 " 3	C  		  .	4 	 	  )
*4  B  .	 	 !	    B 	  	 #	
	4 	 4
P0 =
{
A01,A
0
2, ...,A
0
m,A
0,r
m+1, ...A
0,r
γ
}
∈ Sγ e Ak = [A1, A2, ..., Ar]T . J 0 K
γ ∈ IN  	 8	 	  .	  		  Sγ ∈ IR  	 	 	 C
.	 
 	   		  	    2
 	 	 #		 #	 	4  	  			  !	
  	 )C  		    <7C B 	 	 	
  		    	 	  2	  ! 	 B  	
	!    N1UA  \#A ,6O 5 #		 #	 C
	4  	!	    			   
 J	 # 
  	K -	4  	4 	 	   	.  	C
	   		  2	7 	" 	 2		"# 	  	
N1UA  \#A ,6O
		 	 	  		 !   0  	   	 8	 
	7 
  C 	 	 	  	   2	 
E
Amin ≤ Ak ≤ Amax ⇒ Amin ≤ Ak ≤ Amax J 0 K
	 Amin  Amax  	 	 B 	; 	 	  	 .	
Amin  Amax4  
 	 	7    7
2		"#  	 	 	 	 	 .	 A  )  		 P
3		 B4 	 !	4 	 	 #	 k  k+ c 	 .	 A  
		  # 2	E
Ak ∝ dAk+c + e, ∀c ∈ IN e d, e ∈ IR J 0 K
5 	  		  2B  !	 	 9	  		 	C
	   2		"#

 ?		 	 	     2   	   		
#	 
 	 #		 			 	 	   	  
4  	7  		 	  I 	 #		 #	 	 
		   	  
4 	 2	   	 N3	 	 
 ,,O 
#		 			 		  	  ) 	 		 
	
 /	 


5 	

 	  .	4  2	  B 	 		 #	 	  	4 
) 	   	) J	 	 2	  	K   .	  C
	  	  	 B 	 	 .	  	)  )
<"  2	  # B  B  		  		 N&  =	 0O
	 	  	  B 		 	 .	 	 .	4 	 		 #C
 	 #	 3	 		4    #	  .	 2	 .	4 	
  &D 
  .
6	  2	  		
		 #C 	  	  	4  	  ? 	 	
		  	 #	E JK  	   JK  	 	

 	 	 	  	 	 			 	 	4 C 	 	
.	   .	  2	  	   B   		
  		 	  B   	 .	 CC    	 	C
		 	 	 	 
 	  #  8	  ) # 	 
.	  		4 r4 		 	 	 B 	   "?
#	 N&  =	 0O
 		  	 	 	 	 2  	    
B  	  #  8 ) 	 r 		 # 	  	4 
	. 	  	 	 	 .	
(
< 	 .	 JI2K 	 		    	4  		  )C
	4 Cr : I2 → I4 	  ! 	
Cr
(
Apϕ,A
p
ζ
)
=
(
1− χpϕ
)
Apϕ + χ
p
ζA
p
ζ , J 0 $K
	 Apϕ  A
p
ζ 	 	 .	 	#	  #	 p  	 	! χi 	 i ∈ {ϕ, ζ}
 !	  2	 	 	  )	 	C B →   # 
#	 	  	 	 )C ; 	 	  )	E
  3)	 ;	E 	 9	 χϕ  		 		 	  )	
3	B4 	 9	 χζ 	 	 	
χζ = (1− χϕ) ; J 0 'K
 3)	 ;	 "	E   	!	 	 )	 ;	
 9	 χϕ ∈ [0, 1]  		 	P
 3)	 !	 	 	 	E  	 )	  	 !;
() 	 9	 χϕ  χζ B 	 !	 	  	 	 	
 0  	 B	 	 ηp4 	 4
χpi = N
(
0, ηpi
2
)
, ∀i ∈ {ϕ, ζ}. J 0 6K
 	 B	 	 	  	 	 	 	  		 
#	 p 5 8 " )C  ?  	#;  
N1UA  \#A ,6O
!	

 	 	  	 	 	   	   	 	  5
		 		 I 	   	  2	7 2		"#   C
.	 JIK4 #	 		 .	 JIK B 	   		4 	 4 m : I → I
 		 	 # 		 .	 	 2 	 	 4 		 4
C  # B 	 ?	 	 #7 	 	    	 
&D* 2-  (
 E
	
   	 3$	  
#	 	 		 )	 5 		      2	C
	 4 	B4 	    .	 	 N3	 	 
 ,,O 	C
4  		  )	 	  	 	 ? J 04 LK
N&  =	 0O  		  	 			 )	  	   B
	 	! 	  	 	 	 	 	 	 2	 	4  
!)
 $ , 
 		 	 	   	 j < γ .	  ) 5 		
# B  	 	7 	   #7 	 Jp → p + 1K

4 El : Ipj → Ip+1j 
 !	 	   		 B 		 	 	  	 	 	
   		  #	 p + g4 " g #7  B  ! #	
	 	 	 2	  	4 	 	  	 .	  )	  2	
1/F 4 	 F > 0 	  ; 		 	 	 	 	 	 .	  )
Ac 
4
Rl : Ap+gmin ≤ Ap+gk ≤ Ap+gmax → Ap+g+1min ≤ Ap+g+1k ≤ Ap+g+1max J 0 *K
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Ap+g+1min = Ac −
1
F
(
Ap+gmax −Ap+gmin
)
2
, J 0 ,K
Ap+g+1max = Ac +
1
F
(
Ap+gmax −Ap+gmin
)
2
. J 00K
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Ap+gmin ≤ Ap+gk ≤ Ap+gmax → Ap+g+1min ≤ Ap+g+1k ≤ Ap+g+1max J 0 K
	
Ap+g+1min = Ac −
1
F
(
Ap+gmax −Ap+gmin
)
2
, J 0K
Ap+g+1max = Ac +
1
F
(
Ap+gmax −Ap+gmin
)
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Funcional I : f1(x) =
n∑
i=1
x2i , x ∈ IRn, n = 30
−5.12 ≤ xi ≤ 5.12 J 0K
f1(x∗) = 0, x∗ = [0, . . . , 0]T ;
Funcional II : f2(x) = 6n +
n∑
i=1
x, x ∈ IRn, n = 5
−5.12 ≤ xi ≤ 5.12 J 0$K
f2(x∗) = 0, x∗ = [−5.12, . . . ,−5.12]T ;
Funcional III : f3(x) = nA +
n∑
i=1
x2i −A cos(ωxi),
x ∈ IRn, n = 20, A = 10, ω = 2π J 0'K
−5.12 ≤ xi ≤ 5.12
f3(x∗) = 0, x∗ = [0, . . . , 0]T ;
Funcional IV : f4(x) = nA +
n∑
i=1
x2i −A cos(ωxi),
x ∈ IRn, n = 20, A = 10, ω = π
2
J 06K
−5.12 ≤ xi ≤ 5.12
f4(x∗) = 0, x∗ = [0, . . . , 0]T .
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